Sujet C

Exercice

Soit h un réel fixé, élément de l'intervalle }O,vr] et f la fonction paire et de période 27 vérifiant :
f(t)= _h sit e [0,h], et f()=0sit€lh,nl.

1. Représenter la fonction f sur [—3m, 37| (on pourra prendre h = 1 pour la représentation).

2. Déterminer la série de Fourier de f et prouver qu’elle converge. On notera :

Sp(t) = ag + Z (ay, cos(nt) + by, sin(nt))

n=1

3. En déduire la valeur de A = Z bm(nh)

n
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2nh
4. Quelle est la valeur de S¢(h) 7 Justifier ce résultat. En déduire la valeur de B = Z M

n=1
o0 -2
. . sin“(nh
5. Déterminer, en utilisant la formule de Parseval, la valeur C' = E #
n
n=1

6. En prenant une valeur bien choisie pour h, déduire des questions précédentes, les valeurs de :
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2. La fonction f étant paire, on a Vk € N, by = 0. De plus :

w=ge [ s@ae=1 [ poa- 1 f—dt——
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et pour k = 1

La série de Fourier de f est donc la série de terme général :

1 1 < sin(kh
Sus0 = 5+ 1T e
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os(kt)

La fonction f étant 2m-périodique et clairement de classe C' par morceanx, on peut utiliser le théoréme de
Dirichlet :

|La série de Fourier de f converge en tout point. |

On peut méme préciser cette limite pour tout £ € R :
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3. Pour t = 0, cette derniére relation donne :

, 1 1 < sin(nh 1
§/(0) = - 4 Ly L

— nh 2h

D’on la valeur qui en découle :

. sin(nh)  w—h
1= oo

n=1

4. Pour t = h €]0, x|, on obtient cette fois-ci :

1 sm(nh} 0+ 2h 1
os(nh) = - =
2 4h

Sg(h) =

1
On a, en reformulant avec sin(nh) cos(nh) = 5 sin(2nh) :

1 isin(?nh} 045 1
2mh T 2 4h ¢
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Simplifions :
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. La formule de Parseval s’écrit :

1 1 1 o sin®(nt
RS sin”(nh)
dr? 2 w2 = n?h?

Isolons la valeur cherchée :
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D’on :
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Il est donc établi que :
C— i sin(nh) _ wh h?
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. En prenant une valeur h = E._ on obtient en utilisant la valeur de B :
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En prenant une valeur h = g; on obtient en utilisant la valeur de C :
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