Sujet A

Exercice 1

Etudier la nature des intégrales suivantes et donner leur valeur :
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Exercice 2

Pour n € N on considére I'intégrale

+oo
I, = f t"e dr.
0

1. Montrer que 'intégrale I est convergente et que Iy = 1.

2. Pour tout n € N et tout A€ [0, +oo[, montrer que 'on a la relation
A
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3. En déduire par récurrence que I'intégrale T, est convergente pour tout 7 € N.

4. Montrer que [,,;1 = (n+1)-I,, pour tout n € N, puis en déduire la valeur de I,,.

Exercice 3

Mz, (R) — M, (R)
Soit f 'application (x) o (x + Zy)
y 3x—y
1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer Ker f. f est-elle injective ?



Correction ex 2
1. Lafonction ¢ — e~! est continue sur [0, +co[. Pour tout fel0,+c0[,0na

B
f e 'dr= [—e’[]g =l-eF——1,
0 p—+oo
donc l'intégrale Iy est convergente etona Iy = 1.

2. Il suffit d’effectuer une intégration par parties.

3. Ondémontre &7, : « Lintégrale I, est convergente» par récurrence pour 7 € f.

+ Initialisation : Pour n = 0, I'intégrale [, est convergente d’apres la premiére
question.

» Hérédité : Soit n € N tel que 42, est vraie. Par hypothese de récurrence, le
second membre dans la relation de la question 2 converge vers (n+1) -1,
lorsque ff — +oc0. On en déduit que l'intégrale I,,;, est convergente.

Finalement, on a montré que I'intégrale I,, est convergente pour tout n € N.

4. C’est la relation que 'on a montré dans I'hérédité de la récurrence ci-dessus.

On en déduit par récurrence que [,, = n! pour tout n € N.

Correction ex 3

f est injective



