Sujet B

Exercice 1

Soit P une fonction polynomiale de degré supérieur ou égal a 2. Démontrer le résultat :

P(1)=0

P’(1)=0 } <> IQeR[x]/ Yx€R, P(x) = (x~1)*Q(x)

Exercice 2

: P 1 1
1. Soit (uy,) la suite définie par u; = FetUny = %un.

n
Montrer que u, = e

2. Soit (u,) telqueuy = letuyy; = 2u, —n+ 1.

Montrer que pour tout entier naturel n, u,, = n.

Exercice 3

Calculer les sommes suivantes :

n
Z(Zkz +k+2)
k=0

H

-1
Z?’ pour n= 2

k=2



Correx1

Supposons qu'il existe Q € Rx] telle que pour tout x € R, P(x) = (x - 1)2Q(x).

¢ Sans probléme, on a alors P(1) = 0.
¢ De plus, P est dérivable sur R et pour tout x e R.:

P() = 2(x - 1)Q(x) + (x~ 1/’ Q(x)
D'oh :
F(1)=0
Supposons que P(1) = 0et P/(1) = 0.
Par théoréme de factorisation, il existe Q| € R[x] telle que pour tout x € R, P(x) = (x—1)Qq(x).
Mais P est dérivable sur R, et on obtient :
YxeR, P(x) = Qi(x)+(x-1)Q](x)

Or P’(1) = 0. On obtient alors : Q(1) = 0. 1 est donc racine de la fonction polynomiale Q... Par conséquent,
d’aprés le théoréme de factorisation, il existe Q7 € R|x] telle que pour tout x € R, Qq (x) = (x—1)Q3(x).
On obtient ainsi :

VxeR, P(x)=(x—1)2Q3(x)
On a ainsi établi :

IQ e R[x]/Vx e R, P(x) = (x-1)’Q(x)



