Sujet B

Exercice 1

Etudier I'inversibilité de la matrice suivante :

Exercice 2

-1 -1 -1
On considére la matrice M = 1 0 0
0 1 0

1. Calculer M%, M3 et M*.
2. Montrer que M est inversible et donner la valeur de M~ 1.

Exercice 3
-2 1 1
Soit A = 6 —2 —4
-4 1 3

1. Montrer que A% = 64 — A2.

2. Montrer qu’il existe deux suites ay, et by, telles que A¥ = ap A% + by A (pour k£ > 2).
3. Trouver des relations de récurrence pour ag et by et en déduire leurs valeurs.
4

. En déduire I'expression de A*. Reste-t-elle valable pour k = 0 et pour k=17



Corrigé ex 3

6 -3 —3 -18 9 9
1. On commence par un peu de caleul : A2 = | -8 6 2 et A3 = 44 —18 —26
2 -3 1 —26 9 7

Il est désormais facile de vérifier I’égalité demandée.

2. On va bien stir procéder par récurrence. Notons Py, la propriété « Il existe deux réels ay, et by, tels
que A¥ = a3, A2+ b, A ». Pour une fois on initialise la récurrence pour k = 2 : Ps est bien vérifiée
en posant as = 1 et by = 0 (on a bien A2 =1 x A2 + 0 x A). Supposons P* vérifiée, on a alors
ARl = Ax AF = Ax (akA2+bkA) = akA3+bkA2 = ak(ﬁA*A2)+bkA2 = (bk—ak)A2+6akA,
qui est bien de la forme demandée, ce qui achéve la récurrence.

3. D’apreés la question précédente, on a les relations suivantes : ag41 = b — ag et bpy1 = 6ag. On
a donc b = 6ag_1 ce qui donne en remplacant dans la premiére relation agyi = —ag + 6ag_1,
récurrence linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique z2 + 2 — 6 = 0, dont le discriminant

71 |4 7175’
+o 02—3. On

vaut A = 1+ 24 = 25, et admet donc deux racines r = 5 = 2et s=

a donc a = a2* + 3(—3)F, avec as = 4a + 98 = 1 et a3 = 8a — 273 = —1. En multipliant la

1
premiére équation par 2 et en lui retranchant la deuxiéme, on obtient 456 = 3, soit § = R

1—-9 1 — ; 2]&'71 — (=3 k—1 2]&'72 — (=3 k—2
puis a = 4ﬁ: 4":E.Onadoncak:%,etbk:(ix (=3)
6ap —2bp  —3ap + by —3ap + by
4. On se contentera d’écrire A¥ = —8ay + 6b;  6Gap — 2b,  2a; — 4bg sans préciser les

2ap —4by,  —3ap + 0 ap + 3bg
valeurs. Pour & = 1, on obtient avec les formules de la question précédente a1 = 0 et by = 1,
ce qui donne A =0 x A% +1 x A, ce qui est indiscutablement vrai. Et pour k = 0, on obtient
1

1
a = ¢ et by = 5 et 1a ¢ca ne marche plus...



