Lycée militaire de Saint-Cyr AP maths - logarithme TS

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur ]0; +-oo[ par f(z) = In(e®*® — e%).

1. Montrer que, pour tout = > 0 :
f(@) =2z +In(1—e ") et f(z) =z +In(e” - 1).

2. Choisir la forme la mieux adaptée de f(z) pour déterminer :
(a) la limte de [ en 4o00;
(b) la limite de f en O;
(¢
(d
(e

le signe de f(x);

la position de la courbe représentative de f par rapport a la droite d’équation y = x;

- e L

la dérvée de f et le signe de f'(x).
Exercice 2 D’apres Bac Antilles-Guyane 2009

1 n
On considere la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n non nul, par : u, = (1 + —) .

® On considere la fonction f définie sur [0 ; +oof par : f(z) = a — In(l + z).
(a) En étudiant les variations de la fonction f, montrer que, pour z > 0 : In(1 + z) < z.
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, In(u,) < 1.
(c) La suite (u,) peut-elle avoir pour limite +oo?

® On consideére la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n non nul, par : v, = In(u,).

1
(a) On pose x = —. Exprimer v, en fonction de z.
n

In(1+=z . . , , PR .
¥ ? Aucune justification n’est demandée. En déduire : lim wv,.
x n—-+o0

(b) Que vaut lim
z—0

(¢) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 3

Indiquer si les propositions sont vraies ou fausses en justifiant la réponse.

s . e 1
On considere la suite u définie par uy = et pourn € N, un41 = V3(u,)?. On admettra que quel

que soitn € N,u,, > 0. On considére alors la suite v définie par
v, = In(+/3uy,).

(a) La suite v est géométrique.

(b)Ona:vyy =512 XIn3.

(c) Quel que soitn € N, Y7_, v = (In3) (1 — 2™).



Correction ex 1

1.

2.

d)

(e)

Pour tout = > 0 :

f(x) = In[e** (1 — e=®)] = In(

f(z) = In[e”(e” — 1)] = In(e”
(a) f(z)=2zx+In(1l—e7) \

lim (—2z) = —occet lim e® =0 donc, par composition, lim e % =0.
r—+o0 T—r—00 r—+oo

Par somme : lim (1 —e™2%) =1.
T—+00

e +1n(l —e™®) =2z +In(l —e™®).
)+ 1In(e” — 1) =z + In(e® — 1).

lim In(z) = 0 donc, par composition, lim In(1 —e ) =0.
z—1 T—+00

lim 2z = +oo donc, par somme, lim f(z) = +oc0.
r—+00 r—+00

(b) f(z) = In(e* —e7)
lim e?® = 1 et lim e® = 1 donc, par somme, lim (e?* — ¢%) = 0.
z—0 z—0 z—0

lim In(z) = —oo dong, par composition, lim f(z) = —oco.

z—0 z—0

(©) f(x) = In(e? —ev)
f(x) >0 <= In(e* —e®) >0
= e —e* 21
= e _e®— 120
X =e"
X2-X-1>0
On factorise le trindme X2 — X — 1 :

=

A =5 donc il admet deux racines, X7 =

2
1—+/5 1 5
Onaalors:e“—e"’—l:(ef_ \/_) (ex_ +\/_)

1-V5
2

tout =, e* — > 0.

On peut alors dresser le tableau de signe de f(z) :

x |0 111(1+2\/5) 400
fla) | — 0 +

flx) = o +In(e” — 1)

Pour tout x > 0, f(z) —z = In(e® — 1).

On étudie le signe de f(x) —x :

Ine®—1)20 <= e =121 <= " >2 <= z >In(2).

Si z €]0;In(2)[, f(xz) —x < 0 donc la courbe représenative de f est en dessous de la
droite d’équation y = z;

si z €]In(2); +o0|, f(x) — 2z > 0 donc la courbe représentative de f est au dessus de
la droite d’équation y = x;

la courbe représentative de f coupe la droite d’équation y = = au point d’abscisse
In(2).

f(x) =In(e?® —e®)

Pour tout > 0, f'(x) =

22" — e e®(2e” —1)

o2z _ oz o o2z _ oz

Pour tout & > 0, e > 0 et ¢2* — ¢® > 0 donc f'(z) a le signe de 2e® — 1.

Si 2 > 0, alors €® > 1 donc 2¢” — 1 > 0.

On en conclut que f/(z) > 0 pour tout = > 0, f est strictement croissante sur |0; +oc].




Correction ex 2

1.

a.

La fonction f est dérivable sur R* comme combinaison simple de fonc-

1 X
tions qui le sont, et pour toutréel x >0: f'(x)=1-——=——>0.La
x+1 1+x
fonction f est donc strictement croissante sur R", et pour tout x > 0 on a

alors f(x) = f(0), c’est-a-dire x—In(1 + x) =0, d’'otr: In(1 + x) < x.

1 1
Soit n € N*, In(u,) = nln (1 + —) et — € R*, donc d’apres la question pré-
n n

cédente :
1

In(up,) < nx —, c'est--dire In(u,) < 1.
n

Pour tout n € N*, In(u,) < 1, donc u, < e et la suite (u,) est majorée par
e, elle ne peut donc pas diverger vers +oc.

1 In(1+x)
vp=In(uy) =nin|1+ —|, enposant x= —onadonc: v, = —.
n n x
In(1+x
lin(1) g =1 d’apres une limite du cours. Quand n — +oco, ona x — 0,
x— X

donc: lim v,=1.
n—+00

vn = In(uy,), donc u, = e, et comme (v,) converge vers 1, on en déduit
que (uy) converge vers e.

Correction ex 3
(a) Proposition vraie. On a :

Un+1 __

InW3V3ud) _ In((V3un)®) _ 2in(V3up) _

Un

In(v3up)  In(3up)  In(V3up)

La suite est donc géométrique de raison 2 et de premier terme

vo =In(v3yp) =In (?) =1In (%) =-In(v3) = _lnT?».

(b) Proposition fausse. D’apres ce qui a été fait précédemment, on en déduit que :

Uy = V2" = —

In3
2

2",

Soit : ;g = —-=-210 = [=5121n3

(c) Proposition fausse. Comme la suite v est géométrique, on a la formule suivante :

Dh=oVk = Vg X = X = lnB(%—Z").

1-2n+1 In3 _ 1-2n*1

1-2 2 -1




