Lycée militaire de Saint-Cyr AP maths - Loi normale — fluctuation — probabilité

Exercice 1 BAC 2016, Pondichéry

Les deux parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante

Partie A

Des études statistiques ont permis de modéliser le temps hebdomadaire, en heures,
de connexion & internet des jeunes en France dgés de 16 a 24 ans par une variable
aléatoire T suivant une loi normale de moyenne p = 13,9 et d’écart type o.

La fonction densité de probabilité de T est représentée ci-dessous :
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1. Onsait que p(T = 22) =0,023.
En exploitant cette information :
a. hachurer sur le graphique donné un annexe, deux domaines distincts dont
'aire est égale 2 0,023;
b. déterminer P(5,8 < T < 22). Justifier le résultat. Montrer qu'une valeur
approchée de o au dixieme est 4, 1.

2. On choisit un jeune en France au hasard.
Déterminer la probabilité qu'il soit connecté a internet plus de 18 heures par
semaine.
Arrondir au centiéme.

Partie B

Dans cette partie, les valeurs seront arrondies au millieme.
La Hadopi (Haute Autorité pour la diffusion des (Euvres et la Protection des droits
sur Internet) souhaite connaitre la proportion en France de jeunes égés de 16 a 24
ans pratiquant au moins une fois par semaine le téléchargement illégal sur internet.
Pour cela, elle envisage de réaliser un sondage.
Mais la Hadopi craint que les jeunes interrogés ne répondent pas tous de facon sin-
cere. Aussi, elle propose le protocole (2?) suivant :
On choisit aléatoirement un échantillon de jeunes 4gés de 16 a 24 ans.
Pour chaque jeune de cet échantillon :
e le jeune lance un dé équilibré a 6 faces; 'enquéteur ne connait pas le ré-
sultat du lancer;
e l'enquéteur pose la question : « Effectuez-vous un téléchargement illégal
au moins une fois par semaine 2 »;

B sile résultat du lancer est pair alors le jeune doit répondre & la question
par « Oui» ou « Non » de fagon sincére;

B sile résultat du lancer est « 1 » alors le jeune doit répondre « Oui »;

B sile résultat du lancer est « 3 ou 5 » alors le jeune doit répondre « Non ».
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Gréce a ce protocole, l'enquéteur ne sait jamais si la réponse donnée porte sur la
question posée ou résulte du lancer de dé, ce qui encourage les réponses sinceres,

On note p la proportion inconnue de jeunes 4gés de 16 a 24 ans qui pratiquent au
moins une fois par semaine le téléchargement illégal sur internet.

1. Calculs de probabilités
On choisit aléatoirement un jeune faisant parti du protocole (2?).
On note : R I'évenement «le résultat du lancer est pair »,
Ol'événement «le jeune a répondu Oui ».
Reproduire et compléter I'arbre pondéré ci-dessous :
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En déduire que la probabilité g de I'événement «le jeune arépondu Oui» est:
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2. Intervalle de confiance

a. Alademande de'Hadopi, un institut de sondage réalise une enquéte se-
lon le protocole (£2). Sur un échantillon de taille 1500, il dénombre 625
réponses « Oui».

Donner un intervalle de confiance, au niveau de confiance de 95 %, de la
proportion g de jeunes qui répondent « Oui» a un tel sondage, parmi la
population des jeunes francais dgés de 16 a 24 ans.

b.

Que peut-on en conclure sur la proportion p de jeunes qui pratiquent au
moins une fois par semaine le téléchargement illégal sur internet?

Exercice 2

Dans cet exercice, tous les résultats demandés seront arrondis 2 1073 pres.
Une grande enseigne de cosmétiques lance une nouvelle créme hydratante.
Partie A : Conditionnement des pots

Cette enseigne souhaite vendre la nouvelle creme sous un conditionnement de 50
mL et dispose pour ceci de pots de contenance maximale 55 mL.
On dit qu'un pot de créme est non conforme s'il contient moins de 49 mL de créme.

1. Plusieurs séries de tests conduisent a modéliser la quantité de créme, expri-
mée en mL, contenue dans chaque pot par une variable aléatoire X qui suit
la loi normale d’espérance pu = 50 et d’écart-type o = 1,2.
Calculer la probabilité qu'un pot de créme soit non conforme.

2

La proportion de pots de créme non conformes est jugée trop importante.
En modifiant la viscosité de la créme, on peut changer la valeur de I'écart-
type de la variable aléatoire X, sans modifier son espérance g = 50. On veut
réduire a 0,06 la probabilité qu'un pot choisi au hasard soit non conforme.
X-50

a’

On note o' le nouvel écart-type, et Z la variable aléatoire égale &

a. Préciser la loi que suit la variable aléatoire Z.
b. Déterminer une valeur approchée du réel u tel que p(Z < u) =0,06.
c. Endéduire la valeur attendue de o'.
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Une boutique commande a son fournisseur 50 pots de cette nouvelle creme.
On considere que le travail sur la viscosité de la creme a permis d’atteindre
I'objectif fixé et donc que la proportion de pots non conformes dans I'échan-
tillon est 0, 06.
Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de pots non conformes parmi les
50 pots recus.

a. Onadmet que Y suit une loi binomiale. En donner les paramétres.

b. Calculer la probabilité que la boutique regoive deux pots non conformes
ou moins de deux pots non conformes.

Partie B : Campagne publicitaire

Une association de consommateurs décide d’estimer la proportion de personnes
satisfaites par |'utilisation de cette créme.

Elle réalise un sondage parmi les personnes utilisant ce produit. Sur 140 personnes
interrogées, 99 se déclarent satisfaites.

Estimer, par intervalle de confiance au seuil de 95 %, la proportion de personnes
satisfaites parmi les utilisateurs de la créeme.



Correction Ex 1

1. Onsait que p(T = 22) =0,023.

a. Le premier domaine est limité par la courbe, I'axe des abscisses et la droite verticale d’équa-

tion x =22.

Lautre domaine est le symétrique du premier
22-13,9=8,1et13,9-8,1=5,8.

par rapport a la droite d’équation x = 13,9;

Le second domaine est limité par la courbe, I'axe des abscisses et la droite d'équation x =5, 8.

Voir ci-dessus
. P(5,8<T<22)=1-(P(T>22)+P(T<5,8)) =

1-2x0,023 =1-0,046 = 0,954

D’aprés le cours, P(u—20 < T < p+20) = 0,954, doncona

P(13,9-20 < T<13,9+20) =0,954.
On en déduit que o vérifie 13,920 =5,8 et 13,
dixieme.

9+20 =22, ce qui donne ¢ = 4,05, soit 4,1 au

2. On cherche la probabilité qu'un jeune soit connecté a internet plus de 18 heures par semaine,

c'est-a-dire P(T > 18).

On trouve a la calculatrice, en prenant m=13,9etg=4,1: P(T > 18) =0, 16.

1. Calculs de probabilités
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D’apreés la loi des probabilités totales :

p(0)=p(RNO)+p(RN0) = p(R) x prl0) + p(R) x pz(0) =

Do | =

Donc la probabilité g de I'événement «le jeune a répondu Oui

xp+

»est:q=



2. Intervalle de confiance
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Lintervalle de confiance, au niveau de confiance de 95 %, de la proportion g de jeunes qui
répondent « Oui » a un tel sondage est donc
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—-—— [t—===- ; — + = [0,390; 0,443].
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b. Sile protocole est correct on a donc :
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0,390 < - p+ = < 0,443 < 2,340 <3p+1<2,658 < 1,340 <3p < 1,658

1,340 1,658
— T <p<

soit 0,446 < p < 0,553

Le nombre de jeunes qui pratiquent au moins une fois par semaine le téléchargement illégal
sur internet est entre 44,6 % et 55,3 %.

Correction ex 2

1. Onveut p(X < 49). Avec la calculatrice p(X < 49) = 0.202.

X —50
2. Onnote ¢' le nouvel écart-type, et Z la variable aléatoire égale a

a. Lavariable aléatoire 7 suit la loi normale centrée réduite.

b. Une valeur approchée du réel u tel que p(Z < u) = 0,06 est u ~ —1.555.

X-50 ,
c. 2= < X=07Z+50
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1
p(X <49)=0,06 < p(0'Z +50 < 49) =0,06¢>p(zg—;) =0,06

1 1
On doit donc avoir —— = —1,555 © ' = —— = 0,643
a’ 1,555

La valeur attendue de ¢’ est donc 0,643.

3. a. Ici,I'épreuve de Bernoulli consiste a tester si un pot est non conforme considéré comme
succes de probabilité 0,06,... ou pas.
On répéte 50 fois cette épreuve. Y suit donc la loi binomiale de parametres 50 et 0, 06.

b. On calcule p(Y < 2) avec la calculatrice. La probabilité que la boutique regoive deux
pots non conformes ou moins de deux pots non conformes est d’environ 0,416.

Partie B : Campagne publicitaire
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[0,622;0,792] est donc un intervalle de confiance au seuil de 95 % de la proportion de personnes
satisfaites parmi les utilisateurs de la créeme.
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Ona n =140 > 30, f=mdoncnf=99>59tn(1—f)=41>5.Ajnsi, f






