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Dans les applications de fatigue, d'endommagement ou de contrôle, pendant
longtemps, les scienti�ques ont modélisé les phénomènes géophysiques (vent,
houle, séismes, ...) par des processus gaussiens. La raison de ce fait est qu'un
processus gaussien est caractérisé par sa moyenne et sa fonction d'autocorréla-
tion qui sont des grandeurs facilement estimables.
Il ya quelques années, des scienti�ques se sont intéressés à des processus non
gausiens pour modéliser ce type de phénomène.
Dans ce rapport de stage on va s'interesser à ce type de processus.

En pratique, il est utile de modéliser un phénomène physique non gaussien
sur la base d'un nombre très limité de caractéristiques statistiques : quelques
moments statisques, la fonction d'autocorrélation, la loi marginale d'ordre 1 (Loi
X(t)),...
Simuler des processus gaussiens se fait aisément et demande des temps de calculs
courts. Simuler un processus X(t, ω) c'est généré numériquement des valeurs
X(t1, ω), X(t2, ω), ..., X(tn, ω) selon la loi conjointe donnée par la loi marginale
d'ordre n du processus, ceci pour tout n et pour toute suite ti. Une approche
usuelle consiste à utiliser la théorie spectrale pour simuler de tels processus.
On fera ici l'hypothèse de stationnarité.
La première approche que l'on va le considérer consiste à écrire le signal comme
la transformée d'un processus Gaussien stationnaire centré réduit, X(t) :

Z(t) = µ+G(X(t)) (1)

Voir par exemple Azais [1].
Une alternative, consiste à considérer un processus de Laplace, comme dans
Aberg [2]. Un tel processus est dé�nit de la façon suivante :

Y (t) =

∫ +∞

−∞
f(t− x)dΛ(x) (2)

où f représente un noyau et Λ un mouvement de Laplace.

Dans une première partie, je rappelerai les quelques résultats essentiels de la
théorie des processus stationnaires du second ordre. Ensuite, dans une deuxième
partie j'étudierai les deux modèles (cités ci-dessus) a�n de pouvoir, dans une
troisième partie, simuler ces processus et les comparer.

Dé�nitions et Notations :

� p.s signi�e presque-sûr.
� p.p signi�e presque partout.
� := signi�e une dé�nition en terme d'égalité.
� ssi signi�e si et seulement si.
� càd signi�e continue à droite.
� x, où x ∈ C, est le conjugué du nombre complexe x.
� i.e signi�e c'est à dire.

� xn

p.s
−→

n→ +∞
x si P(ω;xn → x) = 1.
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� xn

L
−→

n→ +∞
x si P(xn ≤ a)→ P(x ≤ a) tel que pour tout a P(x ≤ u) est

une fonction continue de u en u = a.
� Convergence moyenne quadratique de xn → x si E(|xn − x|2)→ 0.
� on note Ix la fonction indicatrice de x et si f est une application de C
dans C , If est la fonction indicatrice de f .

� sgn(x) signi�e que si x > 0 alors sgn(x) = 1 et si x < 0 alors sgn(x) = −1.
� X ∼ N (0, 1) signi�e X suit une loi Normale de moyenne 1 et de variance

0.
� Y ∼ Γ(α, β), où α, β sont strictements positifs, signi�e que Y suit une loi
Gamma de paramètres α et β.
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1 Introduction

Parmi les processus du second ordre, nous nous intéressons particulièrement
aux processus stationnaires. Ces procesus interviennent en traitement du signal,
ainsi que dans la description de phénomènes dynamiques en régime stationnaire.
Cela sera le cas pour les problèmes de vibrations aléatoires par exemple, où l'on
s'intéresse à des systèmes mécaniques soumis à des sollicitations modélisées par
des processus stochastiques.
Comme exemples de sollicitations, on peut citer le vent turbulent, la houle, un
séisme, un écoulement turbulent.
Comme exemples de structures, une plateforme pétrolière en mer (soumise à la
houle et au vent), un grand immeuble ou un pont suspendu soumis au vent ou
éventuellement à un séisme, une centrale nucléaire avec des réseaux de tuyaute-
ries soumis à un séisme ou à des écoulements turbulents.

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Dans la suite on appelle processus du
second ordre une famille de v.a réelles ou complexes {X(t); t ∈ T} appartenant
à L2(Ω,A,P).

Les espaces fonctionnels considérés seront des espaces vectoriels de fonctions
à valeurs complexes sur le corps des complexes (même lorsque les processus sont
réels). On se placera dans le cas T = R et on supposera que ce processus est
mesurable c'est à dire que l'application (ω, t) 7→ X(t, ω) est mesurable (pour le
produit de la tribu sur Ω par la tribu borélienne de R).

2 De�nitions

Dé�nition 1 Un processus {X(t), t ∈ R} à valeurs dans C est un processus du

second ordre si pour tout t, X(t) ∈ L2(Ω,A,P) i.e E(|X(t)|2) < +∞ ∀t.
Le processus est dit centré si pour tout t, E[X(t)] = 0

Dé�nition 2 Soit X un processus du second ordre. On pose m(t) = E(X(t)), la
moyenne du processus et R(s, t) = E(X(s)−m(s))(X(t)−m(t)), la covariance
du processus (à valeurs dans C).

On dit que X est un procesus stationnaire centré du second ordre si m(t) = 0
et si R(s, t) ne dépend que de la di�érence s − t. On dé�nit alors la fonction
d'autocovariance r par r(t) = R(s+ t, s) = E(X(t+ s)X(s)) = E(X(t)X(0)) =
E(X((0)X(−t)).

On dit que le processus X est continu en moyenne quadratique si l'application
t 7→ X(t) de R dans L2(Ω,A,P) est continue.

Remarque : Cet emploi du terme stationnaire est classique en statistique
et ne signi�e pas que les lois marginales, c'est à dire les lois des vecteurs
(X(t1), X(t2), ..., X(tn)), sont invariantes par translation du temps, mais seule-
ment que leurs moments d'ordre 2 le sont. Si les lois marginales sont invariantes
par translation du temps, on parle de processus strictement stationnaire. Pour
désigner la stationnarité de la dé�nition ci-dessus on dit parfois stationnaire au
sens large ou stationnaire à l'ordre 2.
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La fonction d'autocovariance est une fonction dé�nie positive en ce sens : Soit
t1, ..., tn des temps (�nis) et prenons (arbitrairement) des nombres complexes
a1, ..., an. Alors, en supposant que E(X(t)) = 0,

0 ≤
n∑
j,k

ajakr(tj − tk) = E(

n∑
j,k

ajX(tj)akX(tk)) = E

∣∣∣∣∣∣
n∑
j

ajX(tj)

∣∣∣∣∣∣
2

(3)

Théorème 1 Toute fonction dé�nie positive r(τ) est la fonction d'autocova-
riance d'un processus Gaussien stationnaire.

3 Représentation spectrale des processus station-

naires du second ordre

La fonction d'autocorrélation admet la représentation suivante :

Théorème 2 (Théorème de Bochner) Une fonction continue r(t) est dé�-
nie positive, et donc une fonction d'autocovariance, si et seulement si il existe
une fonction réelle croissante, continue à droite, et bornée, notée F (ω) tel que

r(t) =

∫ ∞
−∞

exp(iωt)dF (ω) (4)

La fonction F (ω) est la fonction de répartition spectrale du processus. La fonc-
tion F (ω) est dé�nie à une constante additive près, et on prend généralement
F (−∞) = 0

C'est une relation (d'équivalence) entre la fonction de distribution spectrale
et la fonction d'autocovariance.

Pour une démonstration de ce théorème voir [6] p.83.

Remarque : Une fonction de répartition spectrale a les mêmes propriétés
qu'une fonction de répartition

Dé�nition 3 Les moments spectraux sont dé�nis par :

ωk =

∫ ∞
−∞
|ω|k dF (ω)

Le théorème suivant dit 'théorème d'inversion' nous permet d'avoir une ex-
pression de la densité spectrale sous l'hypothèse d'absolue intégrabilité de la
fonction d'autocovariance.

Théorème 3 Si la fonction d'autocovariance r(t), t ∈ R est absolument inté-
grable, i.e ∫ ∞

−∞
|r(t)| dt <∞,

alors le spectre est absolument continu et la formule d'inversion de Fourier
donne

f(ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

exp(−iωt)r(t)dt (5)
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Pour une démonstration de ce théorème voir [6] p.86

Dé�nition 4 Un processus complexe Zt du second ordre est dit à accroisse-
ments orthogonaux si

1. Il est continu à droite en moyenne quadratique ;

2. pour tous couples d'intervalles disjoints [t0, t1], [t2, t3]

E[(Zt3 − Zt2)(Zt1 − Zt0)] = 0

Soit Zt un processus stationnaire à accroissements orthogonaux.

Lemme 1 Il existe une fonction croissante F (t) de R dans R continue à droite
unique à une constante additive près, telle que ∀s < t,

E(|Zt − Zs|2) = F (t)− F (s).

F (t) est bien continue à droite par la continuité à droite de Zt en moyenne
quadratique. La fonction càd F dé�nit une mesure positive σ− finie sur R que
l'on notera dF par la formule

dF (t1, t2) = F (t2)− F (t1).

� F : Fonction croissante associée.
� dF : Mesure positive asociée au processus à accroissements orthogonaux.

Proposition 1 Soit Zλ(où λ est un paramètre de temps) un processus à ac-
croissments orthogonaux centré de mesure positive associée dF (λ) �nie. Le pro-
cessus

X(t) =

∫
R

exp(iλt)dZλ

est stationnaire et sa fonction d'autocovariance r(t) est donnée par

r(t) =

∫
R

exp(iλt)dF (λ)

La mesure dF est la mesure spectrale du processus stationnaire X(t)

Le résultat fondamental dit de représentation spectrale des processus sta-
tionnaires est qu'on obtient ainsi tous les processus stationnaires en moyenne
quadratique.

Bruit blanc gaussien

En traitement du signal, on parle beaucoup du Bruit Blanc. L'idée intuitive
est qu'il s'agit d'un processus gaussien stationnaire dont la densité spectrale
est constante. Cela s'interprète physiquement par le fait que l'énergie est alors
également répartie dans les fréquences, par analogie avec la lumière blanche.

Dé�nition 5 (Bruit blanc Gaussien) Un bruit blanc Ut est un processus
gaussien réel centré de covariance RU (s, t) = δ0(t − s) où δ0 est la fonction
de Dirac à l'origine.

Remarque : Comme RU ne dépend que de t− s, Ut est stationnaire. Pour
s 6= t, Ut et Us sont orthogonaux. Comme δ0 est, à une constante près, la
transformée de Fourier de la mesure de Lebesgue, on dit que la mesure spectrale
d'un bruit blanc est la mesure de Lebesgue.
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4 L'ergodicité

Dans la suite, on va considérer des processus ergodiques.
L'ergodicité nous assure que l'évolution du processus aléatoire au cours du temps
apporte la même information qu'un ensemble de réalisations.
Si xi, où i = 1, ..., N ; sont N réalisations du processus X(t) ergodique, on a
pour toute fonction intégrable g

limN→+∞
1

N

N∑
i=1

g(xi) =

∫
R
g(x)dF (x)

Les théorèmes classiques ergodiques concernent les quantités du type : 1
T

∫ T
0
f(ωt)dt.

Ici f(ωt) est une fonction mesurable, cela requiert d'étudier le comportement
asymptotique de ces moyennes quand T → +∞.

Pour tout processus continu X(t); t ∈ R, on dé�nit la transformation Uτ par

(Uτx)(t) = X(t+ τ).

Si X(t) est stationnaire, Uτ est une mesure invariante. Soit B ∈ BR ; on
dé�nit UτB comme l'ensemble des fonctions Uτx, pour x ∈ B. Un ensemble
B ∈ BR est appelé p.s invariant, si B et UτB di�érent, d'au plus, d'ensembles
qui ont une mesure de probabilité nulle.
Soit  la σ-tribu des ensembles invariants. X(t) ∈ R est ergodique si tous les
ensembles invariants ont une mesure de probabilité égale à 0 ou 1.

Théorème 4 1. Pour tout processus stationnaire {X(t); t ∈ R} avec E(|X(t)|) <
+∞ on a

1

T

∫ T

0

X(t)dt
p.s
−→

T → +∞
E(X(0) | )

2. Si en plus {X(t); t ∈ R} est ergodique, alors on a

1

T

∫ T

0

X(t)dt
p.s
−→

T → +∞
E(X(0))

Théorème 5 Soit {X(t); t ∈ R} stationnaire et gaussien avec E(X(t)) = 0 et
V ar(X(t)) = 1, et soit r(t) sa fonction d'autocovariance. Alors X(t) est ergo-
dique ssi sa fontion de répartition spectrale F (ω) est continue pp. Si la distri-
bution spectrale admet une densité f(ω), F (ω) =

∫ ω
−∞ f(l)dl est continue.

Ce théorème va nous être utile dans la démonstration de la proposition 2.

Pour une démonstration de ces deux théorèmes voir [6] p.147.
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5 Le modèle de la transformée d'un processus

gaussien

5.1 Introduction

Il est courant d'utiliser des processus gaussiens pour modéliser les vagues :
par exemple, si on modélise des vagues en haute mer.

Dans certains cas, ces types de modèle ne sont pas adaptés. Par exemple,
pour des phénomènes non-linéaires ou des phénomènes extrêmes comme l'état
de la mer en eau peu profonde, les lois marginales ne sont pas symétriques et
les queues de distributions sont lourdes.

Plusieurs solutions ont été proposées dans la littérature comme par exemple
les modèles 'slepian', ou les modèles basés sur des transformations de margi-
nales de processus gaussiens où G (la transformée) est une fonction continue et
di�érentiable : c'est une méthode non-paramétrique ; ce qui est fait dans [7].

Ici, nous allons nous intéresser au modèle de la transformée de processus
gaussiens proposé par Azaïs [1] ; dans le cas où la fonction qui transforme le
processus gaussien est explicite. Plus précisément, on suppose, après élimination
des e�ets déterministes, l'élévation du niveau de la mer Z(t) comme une fonction
du temps. On suppose que :

Z(t) = µ+G(X(t)) (6)

où X(t) est un processus gaussien.
G est un polynôme, ici de degré 3.
µ est la moyenne du processus Z(t) et on appelle σ2 la variance de ce processus.
Ce sont les mêmes hypothèses que dans [1].

Cette équation a plusieurs avantages :

les calculs, par exemple, des quatres premiers moments, sont faciles car Z(t)
est la transformée du processus gaussien X(t).
La simulation de ce processus se fait naturellement (à partir de la simulation
d'un processus gaussien en implémentant le polynôme de degré 3) que l'on verra
dans la partie III .

Dans la suite de cette section, on va décrire le modèle et donner les moments
empiriques. Puis caractériser le comportement asymptotique de ces estimateurs
grâce à un TCL que l'on utilisera.

Polynômes de Hermite

Dé�nition 6 Pour tout x ∈ R, on dé�nit les polynômes de Hermite par

H0(x) = 1,

Hn(x) = (−1)ne
x2

2
dn

dxn
e
x2

2 , n ∈ N∗.
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Remarque : Les fonctions Hn ainsi dé�nies sont des polynômes de degré
n, dont le coe�cient du terme de plus haut degré est 1. Les quatre premiers
polynômes de Hermite ont pour expression :

H1(x) = x

H2(x) = x2 − 1

H3(x) = x3 − 3

H4(x) = x4 − 6x+ 3.

5.2 Comportement asymptotique

Soit X(t) un processus Gaussien stationnaire de moyenne 0, de variance 1
et de fonction d'autocovariance r(s). Considérons le processus

Z(t) = µ+G(X(t)).

Où la fonction G a le développement suivant

G(x) = αH1(x) + βH2(x) + γH3(x)

Hi(x) est le polynôme de Hermite de degré i qui été dé�ni plus haut.
On remarque que plus les paramètres β et γ sont petits plus on s'approche

du modèle gaussien.
Par exemple, on peut prendre α proche de 1 et β et γ proches de 0.

Proposition 2 Si le processus X(t) a une mesure spectrale continue, il est
ergodique (théorème 5 ). Alors :

µ̂ :=
1

t

∫ t

0

Z(s)ds
p.s
−→

t→ +∞
µ (7)

σ̂2 :=
1

t

∫ t

0

(Z(s)− µ̂)2ds
p.s
−→

t→ +∞
α2 + 2β2 + 6γ2 := F2(α, β, γ), (8)

M̂3 :=
1

t

∫ t

0

(Z(s))− µ̂)3ds
p.s
−→

t→ +∞
6α2β + 36αγ + 8β3 + 108βγ2 := F3(α, β, γ),

(9)

M̂4 :=
1

t

∫ t

0

(Z(s)− µ̂)4ds
p.s
−→

t→ +∞
F4(α, β, γ), (10)

où

F4(α, β, γ) := 3α4+60β4+3348α2β2+252α2γ2+2232β2γ2+76αβ2γ+24α3γ+648αγ3.
(11)
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Les propriétés des polynômes de Hermite impliquent que E(G(X(t)) = 0,

donc que σ̂2 est un estimateur de la variance du processus Zt.

Preuve : Par l'ergodicité, µ̂ tend vers µ = E(G(X(t)) ce qui prouve (7). Si

on pose M̂2 := σ̂2, l'ergodicité implique que

M̂i −→ E(G(X(s))), i = 2, 3, 4.

� Pour le cas i = 2 on a

G2(X) = α2H2
1 (X) + β2H2

2 (X) + γ2H2
3 (X)+

2αβH1(X)H2(X) + 2βγH2(X)H3(X) + 2αγH1(X)H3(X)

(12)

Et on a la formule de Mehler :

E(Hi(X)Hj(Y )) = i!Ii=jρi (13)

pour X et Y v.a normales standards avec ρ comme coe�cient de correlation.
Ce qui nous permet de passer à l'espérance dans la formule (12).

� Pour les autres cas, i = 3 et i = 4, on fait le même raisonnement.
�

On va maintenant pouvoir estimer les parmamètres : α, β, γ du polynôme de
Hermite G.

Appelons :

Sk le skewness : c'est à dire le moment d'ordre 3 centré réduit et

Ku le kurtosis : c'est à dire le moment d'ordre 4 centré réduit

de la loi marginale de Z(t), pour tout t.

Supposons par exemple que β << α et γ << α, on a alors

Sk := E(Z(t))−E(Z(t))3

σ3 ≈ 6βα

Ku := E(Z(t))−E(Z(t))4

σ4 − 3 ≈ 24 γα + 48β
2

α2

La proposition précédente peut être utilisée pour estimer α, β, γ par la mé-
thode des moments (voir [8]). Malheureusement l'équation que l'on obtient est
plutôt compliquée et pourrait être résolue par une méthode itérative du type
Newton, ce que l'on ne va pas faire ici.
On va donner les expressions explicites des estimateurs de α, β, γ à partir d'un
système d'équations en négligeant certains coe�cients.

Normalisons les coe�cients α, β, γ i.e :

a := α
σ2 ; b := β

σ2 ; c := γ
σ2
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ce qui nous donne le système suivant à résoudre :

1 = â2 + 2b̂2 + 6ĉ2

Ŝk = 6â2b̂+ 36âĉb̂+ 8b̂3 + 108b̂ĉ2

K̂u = 3(â4 − 1) + 60b̂4 + 3348ĉ4 + 60â2b̂2 + 252â2ĉ2

+ 2232b̂2ĉ2 + 576âb̂2ĉ+ 24â3ĉ+ 648âĉ3.

� Si nous supposons que γ = 0 alors une expression explicite pour ce sys-
tème est :

b̂ =
√

2 cos( 1
3 arccos( Ŝk

2
3
2

)),

et â se déduit de la première expression du système d'équations précédent.
� Si on suppose que c << b << a, on a :

â = 1− 1
18 Ŝk

2

b̂ = 1
6 Ŝk

ĉ = 3K̂u−4Ŝk
72

Remarque : Dans le cas où on ne véri�e pas les contraintes sur les coe�-
cients, on résout le système numériquement (par exemple avec Matlab).

5.3 Théorème central limite

Pour étudier la loi asymptotique de ces estimateurs, on suppose maintenant
que la fonction d'autocovariance r(s) véri�e la condition suivante :∫ ∞

0

|r(s)| ds <∞ (14)

Nous considérons le premier cas simple : le comportement asymptotique de
µ̂. Pour ce faire, on écrit :

V ar(
√
t(µ̂− µ)) =

1√
t

∫ t

0

G(X(s))ds.

Par un changement de variable :

V ar(
√
t(µ̂−µ)) =

1

t

∫ t

0

2(t−s)E[G(X(0))G(X(s))ds→ 2

∫ ∞
0

E[G(X(0))G(X(s))]ds

= 2

∫ ∞
0

[α2r(s) + 2β2r2(s) + 6γ2r3(s)]ds =: Σ2
µ.

On utilise ensuite, le théorème central limite pour fonctionnelle non linéaire
d'un processus gaussien, qui se trouve dans Chambers [4].
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Théorème 6 Considérons une fonction Ψ appartenant à L2(ϕ(x)dx) (ϕ(x) est
la densité gaussienne standard), qui est de rang de Hermite 1 i.e : Ψ(x) =∑∞
n=1 cnHn(x), c1 6= 0. Sous la condition (14) :

1√
t

∫ t

0

Ψ(X(s))ds
L
−→

t→ +∞
N (0, σ2(Ψ))

et

σ2(F ) = 2

∞∑
k=1

c2kk!

∫ +∞

0

rk(s)ds.

� On obtient le comportement de µ̂(= µ̂t) en appliquant le théorème précé-
dent :

√
t(µ̂− µ)

L
−→

t→ +∞
N (0,Σ11)

avec

Σ11 := α2R1 + β2R2 + γ2R3 (15)

où Rk = 2k!
∫∞

0
rk(s)ds

� Pour établir le comportement de σ̂2 on étudie d'abord

s2 =
1

t

∫
1

t(Z(s)− µ)2ds

On a E(s2) = α2 + β2 + 6γ2 = F2(α, β, γ), et

√
t(s2 − F2(α, β, γ)) =

1√
t

∫ t

0

(G2(X(s)))− E(G2(X(0)))ds.

avec :

G2(X(s))− E(G2(X(0))) =:

6∑
k=1

Ck(α, β, γ)Hk(X(s))

où les Ck sont k polynômes fonctions de α, β, γ.

On peut appliquer le théorème précédent, ce qui nous donne :

√
t(s2 − F2(α, β, γ))

L
−→

t→ +∞
N (0,Σ22)

, avec

Σ22 :=

6∑
k=1

C2
k(α, β, γ)Rk.
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Maintenant, on remarque que∣∣∣ 1√
t

∫ t
0
[(Z(s)− µ)2 − (Z(s)− µ̂)2]ds

∣∣∣
=
∣∣∣√t(µ̂− µ)[ 2

t

∫ t
0
Z(s)ds− (µ̂+ µ)]

∣∣∣ −→ 0

d'où

√
t(σ̂2 − F2(α, β, γ))

L
−→

t→ +∞
N (0,Σ22).

� On fait de même pour le comportement asymptotique de (µ̂, s2) et pour
la normalité asymptotique des paramètres α, β, γ. Pour plus de détails,
on peut regarder [1].

Remarque : Les résultats de cette section ne peuvent être directement
appliqués car la variance limite est une expression qui est trop lourde à calculer.

5.4 Estimation de la covariance

Dé�nissons M̂(h) = 1
t−h

∫ t−h
0

(Z(s) − µ̂)(Z(s + h) − µ̂)ds. Il est facile de
montrer sous certaines hypothèses que cette variable aléatoire converge vers
α2r(h) + 2β2r2(h) + 6γ2r3(h) = rZ(h) p.s. Où rZ(h) est la fonction d'autoco-
variance du processus Z(t). On peut résoudre l'équation précédente pour avoir
un estimateur p.s consistant de r(h).

α̂2r(h) + β̂2r2(h) + 6γ̂2r3(h)− M̂(h)(h) = 0,

Si on pose

X := r(h) +
1

9

β̂2

γ̂2

alors X est la racine de l'équation

X3 + 3QX = 2R (16)

avec

Q =
9α̂2 − β̂4

162γ̂4
;R =

243M̂(h)γ̂4 + 27β̂2α̂2γ̂2 − 4β̂6

(54)2γ̂6
.

Si D = Q3 +R2 > 0, alors il existe une seule racine de (16).
Dans ce cas :

r̂(h) = −1

9

β̂2

γ̂2
(R+

√
D)

1
3 + (R−

√
D)

1
3 , (17)

avec la convention (−x)
1
3 = −x 1

3 pour x > 0.

En utilisant la convergence p.s des estimateurs et la convergence de M̂(h) vers
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rZ(h), on a que r̂(h)→ r(h) p.s.

Considérons maintenant xα dé�ni comme suit : 1 − α = P(X(t) ≤ xα). xα
est le α-niveau de la densité de la gaussienne. Ce qui nous interesse ici, c'est le
α-niveau de la loi marginale de la transformée gaussienne Z(t) ; on l'appelle zα.
On peut donc écrire 1− α = P(Z(t) ≤ zα), ce qui nous donne zα = G(xα) + µ.

Par les estimateurs obtenus précédemment et dé�nissant Ĝ = α̂H1 + β̂H2 + γ̂H3

on construit un estimateur de zα :

ẑα = Ĝ(xα) + α̂

En utilisant la méthode de la section précédente et la 'delta-method' (voir
Van der Vaart [8]), il est possible de montrer que cet estimateur est fortement
consistant, cependant on ne donnera pas les détails ici.

6 Le modèle de Laplace

6.1 Introduction

Il est proposé dans Aberg [2], l'utilisation d'un processus de Laplace.
Nous allons, tout d'abord, dé�nir les lois de Laplace asymétriques (généralisées).

Figure 1 � Loi de Laplace 'vs' loi nor-
mal. Point de vue Historique

Puis la mesure de Laplace et l'intégrale stochastique par rapport à une me-
sure de Laplace.
Les processus proposés et leurs études peuvent avoir un impact non-négligeable
pour l'analyse des phénomènes en ingéniérie o�shore.
Par exemple, la moyenne mobile de Laplace est appliquée à l'analyse des dégâts
de fatigue causés par les vagues sur une structure o�shore.
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Ce processus s'écrit :

Y (t) =

∫ +∞

−∞
f(t− x)dΛ(x) (18)

où f représente un noyau et Λ un processus de Laplace.

Ce procesus est un processus stationnaire, caractérisé par un spectre et ayant
des queues plus lourdes que la loi de distribution gaussienne et des lois margi-
nales asymétriques. Nous verrons ceci par la suite.

6.2 Dé�nitions et propriétés des lois asymétriques de La-

place

Dans cette sous-section, on va reprendre les dé�nitions et propriétés des lois
généralisées de Laplace et du mouvement de Laplace que l'on peut trouver pour
plus de détails dans [5].

Les lois généralisées de Laplace sont généralement mieux décrites par leurs
fonctions caractéristiques.

Dé�nition 7 Une v.a Y suit une loi généralisée asymétrique de paramètres
(θ, µ, σ, τ), et on note Y ∼ GAL(θ, µ, σ, τ) si sa fonction caractéristique est
donnée par :

ΦY (t) =
exp(iθt)

(1 + 1
2σ

2t2 − iµt)τ

Figure 2 � Lois de Laplace. En haut,
µ = θ = 0 et on fait varier τ . En bas,
cas général en faisant varier τ .
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On remarque que quand τ est très grand (pour la première �gure), la loi de
Laplace tend vers la loi standard gaussienne.

Posons τ = 1
ν

Remarques :

1. Les paramètres standards de cette loi sont : µ = 0, la moyenne
σ = 1, l'écart type
ν = 1, le paramètre de forme

2. On prendra par la suite θ = 0 et l'on écrira Y ∼ GAL(µ, σ, τ).

Représentations

Il y a deux représentations possibles de cette loi. La première est la factori-
sation de la fonction caractéristique :

Proposition 3 Si Y ∼ GAL(θ, µ, σ, τ), alors

ΦY (t) = (1− i
√

2

2κ
σt)−τ (1 + i

√
2

2
σκt)−τ

où le paramètre κ > 0 est relié à µ et σ par

µ = σ√
2
( 1
κ − κ) et

κ =
√

2σ

µ+
√

2σ2+µ2
=

√
2σ2+µ2−µ√

2σ

C'est la fonction caractéristique de la loi de la di�érence de deux variables
aléatoires Gamma, que l'on appelle Γ1 et Γ2. Γ1 et respectivement Γ2 ont pour

paramètres 1
ν ,
√

2
2 /k et respectivement 1

ν ,
√

2
2 σκ.

La deuxième représentation est une représentation en fonction de deux lois
connues :

� la loi Normale et
� la loi Gamma.

Proposition 4 Une v.a Y ∼ GAL(θ, µ, σ, τ) admet comme représentation

Y = θ + µW + σ
√
WZ

où

Z ∼ N (0, 1)

W ∼ Γ(τ, 1)

Preuve de la proposition 5 :

Si W ∼ Γ(τ, 1), avec la densité g(x) = 1
Γ(τ)x

τ−1 exp−x, x > 0, τ > 0. On

note Φµ,σ, la fonction caractéristique d'une loi normale de moyenne µ et de
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variance σ2. On conditionne enW , puis on aboutit après calculs (faits dans [5])
à la fonction caractérisique d'une GAL(θ, µ, σ, τ)
�

Proposition 5 Si Y ∼ GAL(µ, σ, τ) alors :

E(Y ) =
µ

ν
= µτ

V ar(Y ) =
µ2 + σ2

ν
= τ(µ2 + σ2).

Le mouvement de Laplace

Dé�nition 8 Un processus de Laplace, noté Λ(t), est appelé mouvement de
Laplace asymétrique de paramètres (µ, σ, ν), noté ALM(µ, σ, ν), si :

1. Λ(0) = 0 ;

2. il a des accroissements indépendants et stationnaires ;

3. Λ(t+ ν)− Λ(t) ∼ GAL(µ, σ, ν).

Proposition 6 Soit L(t) un ALM(µ, σ, ν).
Alors,

1. E(L(t)) = µt
ν

2. V ar(L(t)) = t (µ2+σ2)
ν

Figure 3 � Représentations de plu-
sieurs mouvements de Laplace (en haut)
et de plusieurs mouvements brownien
(en bas), dans le cas où µ = 0 et σ = 1.
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6.3 Intégrales selon les mesures aléatoires de Laplace

Considérons un espace mesuré (X ,B,m) et L2 = L2(Ω,F ,P).

Dé�nition 9 (Mesure de Laplace) Une mesure stochastique de Laplace Λ,
avec paramètres µ ∈ R, σ > 0 et contrôlée par une mesure m (où m(A) < ∞
avec A ∈ B), est une fonction dans L2 tel que Λ(A), A ∈ B, a une loi de Laplace
généralisée, donnée par la fonction caractéristique :

ΦΛ(A)(u) = (1− iµu+
σ2u2

2
)−m(A)

et pour Ai ∈ B disjoints, les Λ(Ai) sont indépendants et avec probabilité un
on a :

Λ(

∞⋃
i=1

Ai) =

∞∑
i=1

Λ(Ai)

L'intégrale stochastique de f par rapport à Λ est dé�nie par l'isométrie de
L2(X ,B,m) dans (Ω,F ,P) qui relie la fonction indicatrice I(x) avec les variables
Λ(A). L'isométrie est notée :

Y =

∫
X
f(x)dΛ(x)

Remarque : on prendra dans la suite, m la mesure de Lebesgue divisée par
ν.

Propriétés de l'intégrale stochastique de Laplace

Proposition 7 (fonction caractéristique) Soient
∫
fdm < ∞ ,

∫
f2dm <

∞ et Λ une mesure de Laplace. Alors, Y a comme fonction caractéristique :

ΦY (u) = exp (−
∫
X

log(1− iµuf(x) +
σ2f2(x)u2

2
)dm(x))

Remarque : Y peut être considérée comme semi-paramétrique.
En e�et, si µ ∈ R et σ ≥ 0 sont deux paramètres numériques et si f et m sont
deux 'semi-paramètres' alors la marginale de Y est semi-paramétrique.

En utilisant la fonction caractéristique donnée par la proposition 7, on ob-
tient une relation de récurrence pour les moments.

Proposition 8 (Moments) Soit Y =
∫
fdΛ où fN ∈ L2(X,B,m).

Alors la formule de récurrence pour les moments est :

EY N = (N − 1)!

N∑
k=1

E
Y N−k

(N − k)!

∫
fkdmSk−1

où
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Sr =

{ ∑ k
2−

1
2

k=0 sr,k si r impair

µ(σ
2

2 )
r
2 +

∑ r
2−1

k=0 sr,k sinon.
et

sr,k = µr−2k−1(σ
2

2 )k(
(
r−k−1
k

)
σ2 +

(
r−k
k

)
µ2)

Une conséquence de la proposition précédente est que l'on obtient les quatre
premiers moments (centrés) :

Proposition 9 On a, en considérant un 'drift' nul :

E(Y ) =
µ

ν

∫ +∞

−∞
f(x)dx, (19)

V ar(Y ) =
(µ2 + σ2)

ν

∫
f2(x)dx, (20)

Sk = sgn(µ)
2µ2 + 3σ2

(µ2 + σ2)3/2
·
∫
f3dm

(
∫
f2dm)

3
2

, (21)

qui est le coe�cient d'asymétrie (skewness)

Kue = 3(2− σ4

(µ2 + σ2)2
) ·

∫
f4dm

(
∫
f2dm)2

(22)

qui est le coe�cient d'applatissment (plus précisément c'est l'excess-kurtosis).

Considérons maintenant un exemple important :

Exemple :

On prendm, la mesure de Lebesgue sur R divisée par ν. Soit la GAL (µ, σ, ν),
où ν = 1

τ . Une famille intéressante de noyaux est : f(x) ∼ exp(−β |x|α).
La constante de proportionnalité du noyau f est choisie de telle sorte que

V ar(Y ) = µ2+σ2

ν , pour tous les membres de la famille i.e
∫
f2 = 1. On a :∫

R
exp (−β |x|α)dx = 2β

−1
α Γ(

α+ 1

α
)

et on obtient
f(x) = K(α, β) · e−β|x|α , où

K2(α, β) =
2

1
α−1β

1
α

Γ(α+1
α )

Alors en utilisant la forme explicite de l'intégrale de fk par rapport à la
mesure de Lebesgue qui est donnée par
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∫
fk = (

2

k
)

1
α

(
(2β)1α

2Γ(α+1
α )

) k
2−1

,

on obtient les formules explicites sur les moments.
On observe que pour α grand, le noyau converge vers 1√

2
sur [−1, 1] et alors la

loi devient GAL( µ√
2
, σ√

2
, ν2 ).

D'autre part, pour α petit la GAL tend vers la loi gaussienne.

Figure 4 � Représentations des densi-
tés pour α = 0, 0.5, 1, 2,∞. En haut :
cas symétrique (µ = 0). En bas : cas
asymétrique avec µ =

√
p.ν. De gauche

à droite ν = 1, 2 respectivement.

6.4 Processus de Laplace à moyenne mobile

Soit X = R.

Soit une mesure de Laplace Λ avec les paramétres µ et σ controlés par la
mesure de Lebesgue sur X , divisée par ν et f un noyau tel que

∫
fdm <∞

et
∫
f2dm <∞.

Le processus suivant est appelé moyenne mobile de Laplace ('Laplace driven
moving average' )

Y (t) =

∫
X
f(t− x)dΛ(x) (23)

Remarque : Un processus dé�nit de cette façon est stationnaire, ergodique,
et est un processus de Lévy.

Rappel :
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Dé�nition 10 (Processus de Lévy) Un processus stochastique {X(t); t ∈ R}
sur R est un processus de Lévy si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout n ≥ 1 et 0 ≤ t0 < t1 < ... < tn, les variables aléatoires
X(t0), X(t1) − X(t0), X(t2) − X(t1), ..., X(tn) − X(tn−1),sont indépen-
dantes.

2. X0 = 0 p.s.

3. La loi de X(s+t)-X(s) ne dépend pas de s.

4. Il est continu.

5. Il existe Ω0 ∈ F avec P(Ω0) = 1 tel que, pour tout ω ∈ Ω0, X(t, ω) est
continue à droite pour t > 0 et a des limites à gauche pour t > 0.

Si Λ(x) est un mouvement Brownien, alors Y (t) devient un processus gaus-
sien.

On suppose que
∫
f2 = 1 ce qui nous donne varY = σ2+µ2

ν .

On rappelle que la transformée de Fourier de f est :

Ff(ω) =

∫
X

exp (−iω · t)f(t)dt

où · est le produit scalaire sur X .

On note F−1 la transformée inverse de Fourier.

On a le théorème fondamental suivant :

Théorème 7 Soit Y (t) comme en (25). Alors

1. La loi �nie dimensionnelle de Y (t) = (Y (t1), ..., Y (tn)) est donnée par la
fonction caractéristique en u = (u1, u2, ..., un) :

ΦY (u) = exp (−1

ν

∫
X

log (1− iµuT ft(x) +
σ2

2
u
T ft(x)ft(x)Tu)dx)

où ft(x) = (ft1(x), ..., ftn(x)) et T est l'opérateur de transposition d'une
matrice,

2. La fonction d'autocovariance r(τ) de Y (t) est donnée par :

r(τ) =

∫ ∞
−∞

f(x− τ)f(x)dx = (f ∗ f̃)(τ),

où f̃(x) = f(−x) et ∗ est l'opérateur de convolution,

3. La densité spectrale S(ω) de Y (t) est donnée par :

S =
σ2 + µ2

ν

|Ff |2

(2π),

En particulier, si f est symétrique et dé�nie positive, alors :

f = (2π)
1
2

√
ν

σ2 + µ2
F−1
√
S.
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Preuve :

1. C'est une conséquence de la proposition 9.

2. La fonction d'autocovariance est donnée par :

r(τ) = E(X(0)X(τ))

donc

r(τ) =

∫
X

∫
X
f(τ − x)f(−y)E(dΛ(x)dΛ(y)) =

∫
X
f(τ − x)f(−x)dx

(par l'isométrie d'Itô)

3. C'est immédiat puisque la transformée de Fourier d'une convolution est le
produit des transformées de Fourier.

�
On a vu que les densités marginales de la moyenne mobile dépendent des

noyaux comme des valeurs des parmamètres de la mesure de Laplace.

Un cas intéressant est quand (σ2+µ2)
ν reste constant égal à 1 i.e ν = σ2 +µ2.

Alors, on a :

� Dans le cas limite, où ν → 0, la loi marginale est la loi gaussienne.

� Dans le cas µ = 0 et σ2 → 0,

ΦΛ(t) = (
1

1 + σ2u2

2

)
t
σ2 = (1−

u2

2
1
σ2 + u2

2

)
t
σ2

−→ et
u2

2

i.e le mouvement de Laplace tend en loi vers le mouvement brownien.

Ceci est illustré ci-dessous où les densités des marginales sont calculés à par-
tir d'un noyau spéci�que : f(x) =

√
2π−

1
4 e−2x2

. Pour ce choix particulier du

noyau, la fonction d'autocovariance est : r(τ) = eτ
2

.
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Figure 5 � Représentations des margi-
nales avec la covariance e−t

2

, cas symé-
triques et asymétriques. A gauche : µ =
0, ν = 4, 2.25, 0.25. Au centre : en �xant
µ = 0.5 et succesivement σ = 2, 1, 0.5
on obtient ν = 4.25, 1.25, 0.5. A droite :
Fixons σ = 0.5 et µ = 1, 0.5, 0.2 succe-
sivement donc ν = 1.25, 0.5, 0.29.
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7 Simulation du processus de la transformée gaus-

sienne

7.1 Algorithme de simulation d'un processus gaussien

Soit {X(t); t ∈ R} un processus gaussien.
Il peut être simulé e�cacement par les methodes de Fourier à partir de sa re-
présentation spectrale.
Un spectre représente la répartition de l'énergie en fonction de la fréquence. On
parle de fréquence ou période pic, la fréquence ou période pour laquelle l'énergie
est maximale.
Il existe plusieurs formulations mathématiques de spectre. Parmi les plus connus,
citons les spectres de Pierson Moskowitz (1964) et les spectres de Jonswap (Joint
Nord Sea Wave Project, 1973). Le premier étant un cas particulier du second.
Ces spectres sont utilisés en ingénierie o�shore a�n par exemple de connaître le
spectre des vagues agisant sur une structure métallique en pleine mer.

Figure 6 � En haut : représenta-
tion d'un spectre Pierson Moskovitz. En
bas : représentation d'un spectre JONS-
WAP.

Pour simuler le processus gaussien on va utiliser un spectre Jonswap.
On l'appelle S.

Soit N = 2m.

Soient Uk et Vk, deux variables aléatoires indépendantes générées suivant
une loi normale standard

où k = 0, ..., N − 1.
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On dé�nit

X(k) = S(wk)(Uk + iVk).

On utilise ensuite, la transformée inverse de Fourier (pour passer dans le
temporel)

z(tn) =

N−1∑
k=0

X(k) exp(
i2πkn

N
)

où tn = ndt, dt est le pas d'échantillonage.

En�n, on prend la partie réelle

x(ndt) = <(z(tn))

pour obtenir N réalisations du processus X(t).

Figure 7 � Représentation d'un proces-
sus gaussien.

7.2 Algorithme de simulation du processus de la transfor-

mée gaussienne

Tout d'abord, on dé�nit le polynôme G de degré 3, qui est une combinaison
de polynômes de Hermite avec les coe�cents α, β, γ. On choisit ces coe�cients
comme on l'a dit dans la section précédente : α proche de 1 et β, γ proches de
0.

G(x) = αx+ β(x2 − 1) + γ(x4 − 6x2 + 3).
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Ensuite, si l'on suppose que µ = 0, on obtient donc le processus de la trans-
formée d'un processus gaussien Z(t) en faisant :

Z(t) = G(X(t))

Puis, on calcule successivement les moments empiriques d'ordre 1, 2 ,3 et 4

que l'on note µ̂1, σ̂2
1 , Ŝk1, K̂u1, respectivement a�n de déterminer la structure

d'ordre 2 du processus.

8 Simulation du processus de Laplace à moyenne

mobile

8.1 Algorithme de simulation du processus de Laplace

D'après [5], le mouvement asymétrique Laplace de paramètres (µ, σ, ν) peut
être représenté par :

Λ(x) = µΓ(x) +B(Γ(x)), (24)

où Γ(x) est un processus de Gamma caractérisés par des accroissements ho-
mogénes et indépendants suivant la loi Gamma de paramètres dx

ν et 1. B est un
mouvement brownien de paramètre σ.

Pour l'algorithme, on va reprendre ce qui est fait dans [3].
Les étapes sont :

1. Simuler n variables aléatoires indépendantes et de même loi Γ(dx/ν, 1) et
on les place dans un vecteur G = [Gj ].

2. Simuler n variables aléatoires indépendantes et de même loi N (0, 1) et on
les place dans un vecteur Z.

3. Faire Λ = µG+ σ
√
GZ.

On obtient les accroissements du mouvement de Laplace.

8.2 Algorithme de simulation de la moyenne mobile

Tout d'abord, on prend le spectre sous-jacent du processus de la transformée
d'un processus gaussien avec une fonction MATLAB issue des programmes du
WAFO [9]. On l'appelle S2.

On va garder la même structure d'ordre 2 qui a été obtenu dans le cas de
la transformée d'un processus gaussien. On va donc calculer les paramètres du

mouvement asymétrique de Laplace en fonction de µ̂1, σ̂2
1 , K̂u1, Ŝk1. La pro-

position 9 nous permet e�ectivement de calculer µ, σ et ν.

Maintenant, on peut simuler le mouvement asymétrique de Laplace de pa-
ramètres µ, σ, ν (calculés comme on l'a dit ci-dessus).
Par le théorème fondamental, on va pouvoir déterminer la noyau f du processus

de la moyenne mobile de Laplace. En e�et, on a f = (2π)
1
2

√
ν

σ2+µ2F−1
√
S2 si
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on suppose que f est symétrique et dé�nie positive.

Etapes de l'algorithme :

1. Simuler les accroissements du mouvement de Laplace,

2. Prendre la transformée de Fourier des accroissements,

3. Evaluer la transformée de Fourier du noyau f ,

4. Prendre le produit de ces deux transformées de Fourier,

5. Faire la transformée inverse de Fourier pour obtenir la simulation voulue

Figure 8 � En haut : histogramme des
marginales du LMA (de moyenne nulle)
simulé et de la densité théorique. En
bas : simulation de Y (t).

L'avantage de cette méthode de simulation est qu'elle est rapide et e�cace.

9 Comparaison des modèles - Exemples

Dans cette section, on va s'intéresser aux simulations des deux processus
pour di�érentes valeurs de α, β, γ.

Tout d'abord, interresons-nous à la comparaison de manière générale de ces
modèles.

9.1 Comparaison d'ordre générale

Caractérisations de ces processus

Tout d'abord, Z(t) et Y (t) sont tous les deux des processus stationnaires et
ergodiques.
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Ces deux processus, (1) et (2), sont caractérisés par leur fonction d'autoco-
variance et leurs quatre premiers moments marginaux.

Par ailleurs, Z(t) a une expression explicite (car G est un polynôme de degré
3) alors que Y (t) a une expression intégrale.

Paramètres

Les paramètres de (1) et de (2) , sont les suivants :

� Concernant (1), les coe�cients du polynômes : α, β, γ
� Pour (2) ce sont les paramètres du mouvement asymétrique de Laplace :
µ, σ, ν.

Fonction caractéristiques

(2) a pour fonction caractéristique :

ΦY (u) = exp (−1

ν

∫
X

log(1− iµuf(x) +
σ2f2(x)u2

2
)dx) (25)

(25) se calcule par une méthode de Monte-Carlo pour déterminer une valeur
approchée de l'intégrale (avec le logiciel MATLAB, par exemple).
Alors que pour (1), sa fonction caractéristique se calcule directement.
En e�et, soit (X(t)) un processus gaussien.
Alors,

ΦXt(u) = eiuE(X(t))− 1
2u

2V ar(X(t)) (26)

9.2 Le cas gaussien

On va utiliser l'algorithme du processus de la transformée d'un processus
gaussien.

On prend α = 1, β = 0, γ = 0.
On �xe le nombre de réalisations ; par exemple, prenons N = 1000. On obtient
un processus gaussien.
On obtient les estimations des quatre premiers moments marginaux :

� µ̂1 = 0

� σ̂2
1 = 3, 0644

� Ŝk1 = −0, 0108
� K̂u1 = 3, 0749.

Ensuite, on utilise l'algorithme du processus de la moyenne mobile de La-
place, avec les paramètres :
µ = 0, 0051, σ = 0, 2881, ν = 0, 0179. On obtient les estimations suivantes :

� µ̂2 = 0, 0039

� σ̂2
2 = 2, 8966

� Ŝk2 = −0, 0413
� K̂u2 = 3, 1066.

Représentations des marginales des deux processus :



32

Figure 9 � Représentation des margi-
nales pour le processus de la tansformée
d'un processus gaussien et du processus
de Laplace à moyenne mobile.

9.3 Le cas non gaussien

Utilisons l'algorithme du processus de la transformée d'un processus gaus-
sien en prenant comme valeurs des coe�cients du polynôme, les suivantes :
α = 0, 9162, β = 0, 1075, γ = 0, 1522.
On obtient un processus non gaussien et les estimations des quatres premiers
moments marginaux qui sont :

� µ̂1 = −0, 0088

� σ̂2
1 = 1, 0668

� Ŝk1 = 0, 6528
� K̂u1 = 15, 723.

Ensuite, on utilise l'algorithme du processus de la moyenne mobile avec
comme paramètres :
µ = 3, σ = 3, ν = 30.
Les estimations des quatres premiers moments sont :

� µ̂2 = 0

� σ̂2
2 = 1, 0872

� Ŝk2 = 1, 2690
� K̂u2 = 12, 1691.

Figures :
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Figure 10 � Histogramme.

Figure 11 � Temps de séjour.
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i

Ici, on a présenté ces deux modèles en faisant une étude détaillée.

De ces simulations et ces comparaisons sur des critères telles que les esti-
mations des coe�cients, les histogrammes, les temps de sejour on peut être en
mesure de 'choisir' théoriquement le modèle.

Il y a un modèle qui se manipule plus aisément que l'autre, c'est le modèle
de la transformée gaussienne.

Le modèle de Laplace semble être plus 'stable' quand on s'éloigne fortement
du cas gaussien.

Cette première partie de l'étude nous permet d'orienter le futur travail :

1. Améliorer ces deux modèles dans leur étude.

2. Aller recueillir des données, par exemple des données de tempête, a�n de
faire 'tourner' ces deux modèles pour ensuite les valider concrêtement.
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