Chapitre 9 COMPLEMENTS 1" STI2D - Spé
SUR LES DERIVEES

| Quelques éléments introductifs

1.1 Notation de Leibniz

Pour en savoir plus sur Leibniz, voir le chapitre 4 pour sa biographie.
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

' af
On pourra noter que f'(x) = E(x).

“

De maniére générale, on pourra noter que f' = e

Exemple Soit f(x) = 2x% — x. AIors%(x) =4x — 1etona par exemple%(l) =4-1=3.

1.2 Approximation affine

Propriété Soit T la tangente a la courbe représentative d’une fonction f au point A d’abscisse a. Alors T est la
meilleure fagon d’approcher la courbe représentative de f au voisinage de A a I'aide d’une droite.
Plus précisément, ona f(x) = f'(a)(x — a) + f(a) si x est proche de a.

Propriété En posant x = a + halors f(a + h) = f(a) + f'(a) X h est 'approximation affine de f(a + h)
lorsque h est proche de 0.

Remarque En notant Ax = h et Ay = f(a + h) — f(a), cette approximation s’écrit Ay =~ f'(a)Ax.

Exemple Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x3.

On souhaite déterminer une valeur approchée de f(2,1) et £(1,99).

Dans un 1°" temps, on déterminer I'approximation affine de (2 + h) :
fE+h)~f@)+f@)xh

Avec f(2) =23 =8et f'(2) =3 x 22 = 12. Soit f(2 + h) = 8 + 12h pour h proche de 0.

Ensuite, en posant h = 0,1, on obtient f(2,1) = 8 + 12 X 0,1 soit f(2,1) = 9,2.

Puis, en posant h = —0,01, on obtient f(1,99) =~ 8 + 12 x (—0,01) soit f(2,1) = 7,88.

Il Fonctions dérivées de fonctions de référence

Introduction

Tout d’abord, on définit la fonction f suivante: f : x » ax + b » g(ax + b) ou g est une fonction définie sur un
intervalle de I de R. On dit que f est la fonction composée de la fonction affine x = ax + b par g.

Exemples 1) Soit f(x) = g(2x — 1) ot g(x) = i Donc f(x) = ?1_1 g est la fonction composée de la fonction

affinex » 2x — 1 par g.

2) Soit f(x) = (3 — x)2. Alors f est la fonction composée de la fonction affine x + 3 — x par la fonction carré. En
effet, f(x) = g(3 —x) ot g(x) = x2.
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Au chapitre 4, on avait établi un tableau des dérivées des fonctions x = k ;x = x ;x = x2 et x = x3.Elargissons ce
tableau a d’autres fonctions de référence.

Tableau a connaitre par v

Fonction f Fonction dérivée f' f est dérivable sur
f(x)=ax+bolab €R f'x)=a R
f(x) =x™neN* f'(x) =nx™t R
1 , 1 R*
flx) = o flx) = "
f(x) =cosx f'(x) = —sinx R
f(x) =sinx f'(x) = cosx R
f(x) = Acos(wt + @) f'(t) = —Awsin (wt + @) R
oud,wetp ER
f(x) = Asin(wt + @) f'(t) = Aw cos(wt + ¢) R
oUA,wetp ER
un intervalle I de R tel que g soit
f(x) =g(ax+b)oluab €R f'(x) = ag'(ax + b) dérivable sur I.

Remarque Toutes ces formules sont admises.
Exemples 1) Soit f(x) = x19, alors f'(x) = 10x1°~1 = 10x°.

2) Déterminons le nombre dérivé de la fonction inverse en — >

Soit h(x) = i Onah'(x) = —x—12. Et donc, le nombre dérivé de la fonction inverse en —%est h' (— —) = —( 11)2 =
2
1
—57=—4
4
. 1 1 . 1 VRS 4 ! 1
3) Soit f(x) = 1. En posant, g(x) = = onobtient f(x) = g (—x + —). D'ou: f'(x) = —g (—x + —) =
—Xx+= X 2 2

2

s arg@=(3) =2

ey

4) Soit p(t) = cos (Zt — g) Alors, p'(t) = —2sin (Zt — %)

5) Soit f(x) = sin x. Déterminons I'équation de la tangente T au point d’abscisse 1 de la courbe de f.
OnaT:y=f'(m)(x —m) + f(m) soity = cos(m) (x — m) + sin(w) = —(x — n).
DoncT:y=—x+m.
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Il Opérations sur les dérivées

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle I.

Tableau a connaitre par v

Fonction Fonction dérivée
u+v u +v

kuouk e R ku'

uv u'v+uv
1 v’
v 2

u u'v—uv

v 2
Exemples 1) f(x) = x2 cosx. Alors, f = uv ot u(x) = x? soit u'(x) = 2x et v(x) = cos x soit v'(x) = —sinx.

Onadonc f'(x) = u' (x)v(x) + u(x)v(x) = 2x cos x — x? sin x.

2) g(x) = ﬁ Alors, g = %ou v(x) = x* — 2x? soit v’ (x) = 4x3 — 4x.

' _ v'(x) _ 4x3—4x _ 4(x3-x)

Onadoncg'(x) = @) a2 (h—zxt)E

3) h(x) = ;‘2‘:1_ Alors, h = %ou u(x) =x — 1soitu'(x) = 1etv(x) = x? + 1 soit v'(x) = 2x.
, W) -u@)vi(x) _ 1(x24+1)-(x-1).2x _ x?+1-2x2+2x _ —x2+2x+1

On a C|0nC h (X) —_ vz(x) - (x2+1)2 - (X2+1)2 - (x2+1)2 .

Rappels

Propriété Soit une fonction f définie et dérivable sur unintervalle I et a € I. On a les équivalences suivantes :
(i) Pour toutréelx de I, f'(x) > 0 & f estcroissante sur[.

(i) Pour tout réel x de I, f'(x) <0 & f est décroissante surl.

(i) Pour tout réel x de I, f'(x) =0 < f est constante sur .

(iv) f' s’annule et change de signe ena < f admet un extremum local en a.

Exercice d’application

x*+5

Soit la fonction f définie sur R\ {2} par f(x)= .

et C sa courbe représentative dans un repere du plan.

1. Déterminer la fonction dérivée de la fonction f.
2. Dresser le tableau de variation de la fonction f en le justifiant.

3. Déterminer I’équation de la tangente T au point d’abscisse 0.
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Corrigé
1. fest dérivable sur R\{2}. f = % ot u(x) = x? +5soitu’(x) = 2etv(x) = 2x — 4 soit v'(x) = 2
Ona:

2x(2x —4)— (x> +5)2

= (2x —4)

_4x*—8x-2x"-10
(2x —4)

2x* —8x—10
(2x -4y

2. On constate que le signe de f'(x) dépend du signe de 2x> —8x —10 puisque pour tout x € R \ {2}, (2x —4)* > 0.

Le trinéme 2x> —8x —10 admet pour discriminant A =(—8)> —4x2x(—10) =144 =12 > 0. Les deux racines sont
donc:

812 8+12

Xl:T:_l etXlz 5

On en déduit donc le tableau de variation de la fonction f d’apres la question précédente :

X —0 -1 2 5 400
f'(x) + D — — 0 +
-1
5

3.0naT:y=f'(0)(x—0)+f(0)avec f'(0) = (:1;)2 =E=Zetf(0) =_i4= —Z.

. 5 5
DouT:y=-x—-.
4 4
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